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Duracién: 1 hora 50 minutos

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

Pregunta 1. Resuelva los siguientes limites:

0 1
t# (57) B
i — 2 ; T _
a) (4 ptos.) xligl*(2 x) b) (4 ptos.) ili%zcln(e 1)
Pregunta 2. Estudie la convergencia de:
o P 1 r—1 0 2
a) (4 ptos.) / " Inzdr b) (3 ptos.) / dz c) (3 ptos.) / x5 " dx
e 0 \/5E —00

Pregunta 3. (6 ptos.) Halle el drea de la region comprendida entre el circulo 22 + y? = 8, la
parabola y? =2z ey > 0

Pregunta 4. (7 ptos.) Halle el volumen del solido que se genera al hacer rotar la region limitada por
Y= —, y:x2—3, r=0y x=2

alrededor de la recta y =1

x

Pregunta 5. (4 ptos.) Halle la longitud del arco de la curva y = / Vcostdt parax € [—77/2, 77/2]
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SOLUCIONES
Pregunta 1. Resuelva los siguientes limites

™

t(57)
a) (4 ptos.) lim (2 —xz) 512 — 1°° IND! Levantamos la indeterminacion.

r—1—

) M (;;’I{l_@—x)tg Gx))  Jmm ((2—x)tg @@)

te(
lim (2—$)g 2

rz—1~

tg <E$>
Digamos que lim In | (2—z) \2 =L, asi

r—1—
k (7r > In(2 (1)
—T — / — _
Li = lim In{ (2—2) & 2 = lim tg <Ex) In(2—z) = lim Lﬂl’) LH _ /(2 fr)
T—1- —1- 2 21" oot (—x) P (—x)
2 2 2
sen? (W:c>
9 r
=2 lim 27) _2
Tesl— 2—x T

Por lo tanto, nos queda:

lim (2 ) (32) _ RN

r—1—

s
& (57)
Finalmente, | lim (2 — z) E\27) _ o

b) (4 ptos.) HIT(l) 2n(e” = 1) 5 00 IND! Levantamos la indeterminacion.
T—

1 1

1 In ( lim xln(e‘r - 1)> lim In (xln(ez - 1)>
lim (" = 1) — ¢ w0 = exﬁo

z—0

1

Digamos que ig% In (x In(e” — 1)> = Lg, asf,

1
1 1 ’ 1
Ls = lim In (xln(em - 1)) i g lm BT MH g,
2—0 2—0 In(e® — 1) 2—0 In(e® — 1) z—0 €"/(e" 1)
,oet—1rpmH ., et B 1
= lim = lim ——— = lim =
x—0 xe¥ z—0 €% + xet =01+ x
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Asi, Lg = 1, por lo tanto, concluimos que

1

lim xln(ex — 1) —
z—0

e

Pregunta 2. Estudie la convergencia de:
o0

a) (4 ptos.) / 2P Inzda
e

Resolvemos la integral impropia con integrando superior infinito. Veamos que ocurre en el siguiente
limite:

b

bh’m P Inzde Aplicamos integracion por partes (Para P # —1)
—r OO e

/ . £PH1
J@) =" )=
La integral nos queda:
b P41 b b P+1 b
z" 1 n(z) 1 1 x
i Plnzdr = I -~ Paz) = li P4 (z) — =
jin [ e = tin (S| i [afae) = oy i (o7 e - 55
1 s pP+1 P oPH1
= 1 b In(b) — —— 1
P+1b5’élo< ) = pg - n(e) + 5 >
B T bP“(ln(b) - _ pePtt
P+1\ b= P+1
Veamos que ocurre para distintos casos de P:
= P> -1
L lim bPJrl(ln(b)—L) —peftl ) = b ooPJrl(ln(oo)—;>—PePJrl =
P+1\ >0 P+1 P+1 P+1
= o0

Es decir, la integral diverge para P > —1

= P<—1
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1 , 1 1 P
T1+P (z}g?o <b—(1+P) (ln(b) 1+ P)) N e_(1+P)>
De aqui,

) 1 1 o In(b) 1 0 )
Jim (b(1+P) (hl(b) - 1—|—P>> = Jim. <b(P+1) =D Pt ) T A b—(+P)

LH b b 1,
broe —(1+ P)b—(FP)—1 T4 Pohoo b-(+P)

Por lo tanto,

1 i 1 (l(b)—l)— P 1 0 P L P
1+ P\ ime \ o) UM p) )7 emp) | T 13 P\ (D) | T T (14 P)e(4P)

Es decir, la integral converge para P < —1

n P=-1
Debemos volver al primer limite,

b

b b
1 1
lim zPInzdr = lim z 'lnzdr = lim ~(lnz)?| == lim <(lnb)2 - (lne)2> =
b—oo Jo b—oo Je b—o0 2 2 b—oo
1, , 1
= 5 im (nb)" =5 =oc
Por lo tanto, la integral diverge para P = —1

oo Di P> 1
Finalmente, / X Inzdx 1verge, S? >
e Converge, si P < —1

L,
b) (3 ptos.) /0 \/51 dz

Observamos que la funcién posee una discontinuidad dentro del intervalo de integracion, especifica-
mente en x = 0, por lo que tratamos con una integral impropia. Busquemos el limite de la integral
cuando el integrando inferior tiende a 0:

1
_1
lim [ £

a—0 J, \/:E

dx Hacemos un cambio de variable:

r =u? Siz=a,u=+a

dx = 2udu Siz=1,u=1

Nos queda entonces:

1 1

P xXr — 1 , 1 u2 - 1 , 1 2 , 1 3
lim dz = lim 2udu =21lim [ (v —1)du=21lim ( v’ —u
a—0 J, \/5 a—0 JVa U a—0 Va a—0 \ 3

va
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1 1 2 4
—2lm (- —1- ~(Va)? —2.(-2)=-2
a0 <3 s(Va)r+ ﬁ) < 3> 3

NZ3

1
) T
Finalmente, / dx converge
0

0

c) (3 ptos.)/ 25 dw

—00

Observamos que la integral es impropia debido a que posee un integrando al infinito. Veamos el
limite cuando el integrando inferior tiende a —oo

; 0 2 , 1 (0 a2
lim x5 " dz = lim —3 (—22)57 " dx

a—r—00 a a—r—0o0
Hacemos un cambio de variable:

u= —z Sixz=a,u=—a

du = —2zdzx Siz=0,u=0

2

Nos queda entonces:

lim = 0(—2 )5 de = lm —» D du— oty s —
1m 5 i X T = 1m B u = 21n(5 1m =

a——00 a——00 a2 Il( )a—>—oo —a?
1 2 1 1
= lim (5°-57%) = — it l1-—)=-
T(5) el )= ") < 5a2> 21n(5)
0 2
Finalmente, / 5% dx converge
—o0

Pregunta 3. (6 ptos.) Halle el area de la region comprendida entre el circulo 22 + y? = 8, la
parabola y? =2z e y > 0

El area que buscamos es la region marcada en color amarillo en la siguiente figura, la cual viene
dada por la integral de la pardbola desde x=0 hasta el punto de interseccién de la pardbola con la
circunferencia en el primer cuadrante, sumado a la integral desde dicho punto de interseccion, hasta
el punto donde la circunferencia corta al eje x positivo.
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y2=2%
1 2 3
Intersecciéon de la parabola con la circunferencia:
y? =22
24+ y? =8
22+ 22 =38
2 +2r—-8=0
(x+4)(z—-2)=0 = =2
x = —4 no satisface para la circunferencia

Despejamos en ambas ecuaciones y en funcion de x
y? =2z
y =1V

y = V2 *y se encuentra en el primer cuadrante

$2+y2:8
y2:8—m2
y=+v8— 122

y = /8 — 22 *y se encuentra en el primer cuadrante

Luego, el area A viene dada por:
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2 V8
A:/ \/2xdx+/ V8 —x2dx
0 2

I Iz

Para Iy, hacemos un cambio de variable:

u? =z Siz=0,u=0
2udu = dz Siz=2u=+2

Nos queda entonces:

2 2 V2 V2
/ V2xdx = \[2/ Vrdr = 2\@/ wldu = 2\:?”3 — g
0 0 0 0

Para I, hacemos un cambio trigonométrico:

r =+/8sen© Siz=2,0="1/4
dz = v/8cos©dO Siz=+8,0=r1/

Nos queda entonces:

\/§ 7r/2 71'/2
/ \/8—x2dx:/ \/8—(\/§Sen@)2 8cosO©dO = /8 V8(1 —sen? ©) cosO©dO =
2 /4 /4

:8/ 00829d928/ HC(;S@@)d@:AL/ d@+2/ 208(20)dO =

4 /4 4 4

™

/2
+ 2sen(20)

7r/4

/2

=40

:4-g+25en<2-g>—4-%—25en(2-%>:7T—2

7r/4

2
ASi,AZIl—FIg:g—i-ﬂ'—Q:g—I—W

2
Finalmente, | el drea A viene dada por A= 3 4+

Pregunta 4. (7 ptos.) Halle el volumen del solido que se genera al hacer rotar la region limitada por

1’2

yzza y:x2—3, r=0 'y x=2

alrededor de la recta y =1

De manera grafica tenemos lo siguiente:
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Tenemos una regiéon encerrada entre las funciones dadas, misma que vamos a girar alrededor de la
recta y=1. Las funciones se interceptan en el punto (2,1). Si separamos dicha region en secciones
transversales, podemos obtener el volumen de cada una al girarla alrededor de y=1, usando en este
caso, el método de arandelas (Ya que la seccion transversal es perpendicular al eje de rotacion). Por
lo tanto,

V= 77/02 ((r2)2 — (1“1)2) dzx

.7,'2

7"1:1*1

rg=1— (22 —-3)=4— 22
2 2.2 2 1 1
v—w/o ((4—932)2—(1—2) )dx—w/o <16—8x2+m4—1+2x2—16x4>dx—

2 2 3 5
152 154 / 12 1 4 X X
= 15— — — dr =15 1—-— — dx =15 - —
7T/0< 2:U +16x>$ 7TO 236 —1-1636 x | x 3_24—24.5

4 2

Finalmente, ‘el volumen del sélido viene dado por V= 1677‘

T

Pregunta 5. (4 ptos.) Halle la longitud del arco de la curva y = / Vcostdt parax € {—77/2, 77/2]

/2
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Es sabido que la longitud de una curva de una funciéon f(z) desde un punto a hasta un punto b
b
viene dada por L = / V14 (f(z))?de

En nuestro caso,

f(x):y:/ir/ Veostdt = f'(z) =y’ = /cosx
=T/2

/2

/ \/1+ (Vcosz)2dx = \/l—l—cosxdw—Q/ V1 + cosxdx
/2 P’

Por la identidad trigonométrica fundamental, podemos decir que:

sen’z =1 —cos’x

sen? z = (1 — cosx)(1 + cos z)
sen?
——  =1+coszx
1 —cosz

Asi,

L /2 ST T ooszd /2 sen? z d /2 senz d
=2 1+ cosxdxr =2 ——dx =2 —dz
0 /0 1—cosx /0 v1—cosx

Aplicamos un cambio de variable:
1 —cosz = u? Siz=0,u=0
senzdz = 2udu Six=T/3,u=1

Nos queda entonces:

T2 senz 2udu 1
L=2 dr =2 —4 du:4u‘ —4
/0 \/1—cosx 0

Finalmente, ‘la longitud L viene dada por L = 4‘
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